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minimal spanning tree

minimaal opspannende boom
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bomen

boom

— samenhangend
tussen elk tweetal knopen een pad

— acyclisch  (geen cykels)
geen gesloten (simpel) pad

seeees e e
e

bos  verzameling bomen  acyclisch
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programma

Prob. 8.13

T boom desda tussen elk tweetal punten precies één simpel pad
T boom, e lijn dan T — e niet samenhangend
T boom, e = (u, v) geen lijn  dan heeft T U{e} cykel

T = (V, E) boom, dan |E| = |V|—1

Theorem (Thm. 8.6, Prob. 8.14)

equivalent zijn
@ G is een boom  (acyclisch en samenhangend)
@ G is acyclisch en heeft n— 1 lijnen
® G is samenhangend en heeft n — 1 lijnen
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ter herinnering

ongerichte grafen

kring gesloten

cykel cycle gesloten, unieke knopen
Prob. 8.37  Opg. 39

twee verschillende simpele paden tussen u en v, dan heeft G een cykel ’

a—b—c—d—e—f vs. a—b—d—c—e—f

O R i O CR0
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waarom zo ingewikkeld?

kringen wegknippen

pad tussen u en v, dan een simpel pad tussen u en v

Prob. 8.37  Opg. 39
twee verschillende simpele paden tussen u en v, dan heeft G een cykel J
niet waar

G heeft een kring, dan heeft G een cykel
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unieke paden

Prob. 8.13

T boom desda tussen elk tweetal punten precies één simpel pad

— samenhang desda overal tenminste één (simpel) pad

—acyclisch  desda nergens twee simpele paden
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op het randje

niet samenhangend samenhangend

™

acyclisch heeft cykel

FoCS Bomen Ongerichte bomen 327 / 500



minimaal samenhangend

T boom, e lijn dan T — e niet samenhangend )

dus: elke lijn is een brug
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bewijs*

T boom, e lijn dan T — e niet samenhangend J

gebruik: Prob. 8.37
twee verschillende simpele paden tussen u en v, dan heeft G een cykel

bewijs, door middel van tegenspraak.
stel T — e nog steeds samenhangend,

dan is er behalve u — v nog een pad tussen u en v, omdat de graaf nog
steeds samenhangend en de lijn e = (u, v) weggehaald is

dat zijn twee paden tussen u en v dus is er een cykel in T, en dat mag
niet in een boom

tegenspraak: T — e niet samenhangend
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maximaal acyclisch

T boom, e = (u, v) geen lijn  dan heeft T U{e} cykel J
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bewijs*

T boom, e = (u, v) geen lijn  dan heeft T U{e} cykel J

gebruik: Prob. 8.37
twee verschillende simpele paden tussen u en v, dan heeft G een cykel

bewijs.

omdat T samengangend is er een pad tussen u en v.

door (u, v) toe te voegen ontstaat een nieuw pad tussen u en v.
dus zijn er twee verschillende paden tussen u en v.

en daarom heeft T U{e} een cykel
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aantal lijnen

T =(V,E) boom, dan |[E|=|V|—1 J

bewijs inductie (naar het aantal knopen)

basis. één knoop Ti=(W, E)
inductiestap.

|E1| = V1| —1 <

|Ex] =[Vo| —1 S

E=EUEU{e V=VLUW

optellen
|E|—1=1|V|-2
T = (V2, B)
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karakterisatie

G(V,E) graaf met n=|V| > 1.
Theorem (Thm. 8.6, Prob. 8.14)

equivalent zijn
@ G is een boom  (acyclisch en samenhangend)
@ G is acyclisch en heeft n— 1 lijnen
@ G is samenhangend en heeft n— 1 lijnen

(1)=(2,3) v want n—1 lijnen
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ter herinnering

Prob. 8.41 Opg. 40
G samenhangend  lijn e ={u, v}
o cykel C bevat e, dan G — e nog steeds samenhangend

o G — e onsamenhangend, dan u en v in verschillende componenten
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karakterisatie (bewijs)

Theorem (Thm. 8.6, Prob. 8.14)

equivalent zijn
@ G is een boom  (acyclisch en samenhangend)
@ G is acyclisch en heeft n— 1 lijnen
® G is samenhangend en heeft n — 1 lijnen

(2) = (1) nog: G samenhangend (3) = (1) nog: G acyclisch
stel niet samenhangend stel G heeft een cykel

extra lijn tussen twee componenten verwijder een lijn uit een cykel
dit geeft geen cykel dit behoudt de samenhang
(herhaal) (herhaal)

we krijgen zo een samenhangende we krijgen zo een samenhangende
acyclische graaf (boom) met méér  acyclische graaf (boom) met minder
dan n—1 lijnen. dan n—1 lijnen.

tegenspraak. tegenspraak.
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karakterisatie (conclusie)

G(V,E) graaf met n=|V| > 1.
Theorem (Thm. 8.6, Prob. 8.14)

G is een boom desda twee van de volgende eigenschappen
@ G s acyclisch
@ G is samenhangend
@ G heeft n—1 lijnen
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karakterisatie 1l

G(V, E) graaf met |V| > 1.
maximaal acyclisch

— zonder cykel, na toevoegen lijn ontstaat cykel

minimaal samenhangend
— samenhangend, na verwijderen lijn onsamenhangend

Theorem (Prob. 8.13)

De volgende beweringen zijn equivalent.
@ G is een boom
@ G is maximaal acyclisch
@ G is minimaal samenhangend

(1) = (2,3) al gezien
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bomen

ongerichte boom gerichte boom = gewortelde boom

O wortel
C/) siblyrgs Apro %es
?ouc@’ f ? ©
. O ?
@)
geordend
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Germaans

Grieks

Euraziatisch
Keltisch

voorbeeld: cladogram

{ Gotisch

Noors

Slavisch ;

Engels

Duits

Grico
Roemeens
Latijn

Spaans
Portugees
Frans

Italiaans
Salentino

N.T. Grieks
Klassiek Grieks
Grieks
Russisch
Servisch-Kroat.
Bulgaars

Hindi

— lers

Oudengels

Nostratisch

Fins-Oegrisch

L—— Waelsh
— Hongaars

Semitisch

L— Fins
Hebreeuws

L Arabisch

Wolof

Baskisch

bronKiro Vermaas wikipedia
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https://nl.wikipedia.org/wiki/Indo-Europese_stamboom
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terminologie

wortel

voorouders

ouder/vader (b)

klnd/zoon (© /(e . @

broers

deelboom
nakomelmg

blad
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terminologie

ongerichte boom
is een (ongerichte) graaf  knopen (punten) + lijnen

eindpunt  knoop graad één
interne knoop  graad tenminste 2
geisoleerd  graad nul

bos = verzameling bomen  ~ acyclische graaf

gerichte boom

knopen + takken (pijlen)
unieke wortel, alle takken vanaf de wortel gericht
wortel bovenaan (ja) vaak lijnen ipv pijlen getekend

(directe) bovenbuur = ouder / vader  voorouders / voorgangers
wortel heeft geen ouder, verder ouder is uniek

(directe) benedenburen = kinderen  nakomelingen / opvolgers

blad = knoop zonder kinderen

deelboom (=subboom)  geinduceerd door knoop en alle nakomelingen
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nivo's

o g

elke knoop heeft inkomende tak, behalve wortel
|El =V]—1

FoCS Bomen Gerichte bomen 344 / 500



boom bewerkingen(x

copy tree  pre-orde
—copy r
—copy T1

—copy Tk

delete tree  post-orde
T 7> Ty — delete Ty

— delete Ty
— delete r

pre-orde  wortel, dan deelbomen

post-orde  deelbomen, dan wortel
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T1 T> A

FoCS Bomen

recursieve definities

boom T  wortel r
deelbomen T1,..., Tk

pre(T) = r, pre(T1), ..., pre( Tk)

post(T) = post(T1), ..., post(Tk), r
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pre- post-orde

pre-orde

e e,
C € g€ h
b d f

post-orde

NI
c e & h
b dfla

a

nummering
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omloop-methode

eerste

(]
©
o
?
(0]
—
o

laatste

-orde

post

348 / 500

Gerichte bomen

FoCS Bomen



termen

f(h(g(b, a)), f(h(b), b, a), a)
f(a1, a2, a3) functie / operatie

plaatsigheid ariteit rank (aantal argumenten)
ar(a) =0 constante 7, @, L, x (variabele)
ar(h) =1 unair /.-, —  prefix, suffix
ar(g) =2 binair +,U,/\ infix 243

M(algebraic) signature / ranked alphabet
o= (F,ar) T functiesymbolen ar:F — N

T, termen over o
als f € Fmetar(f) =k, en tq,...,tx € T, dan f(t1, 1o, ..., ty) € To J

inductief waar is de basis?
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termen zijn bomen

x(K) ariteit k  k kinderen
F3) g(2), A1) 5(0) p(0)

gehaakt
; f(h(g(b, a)), f(h(b), b, a), a)
/ ‘ \ prefix  Polish notation
h f a fhgbafhbbaa (pre-orde)
g h b\ 3 postfix  reverse Polish notation
/\‘ ¢ baghbhbafaf (post-orde)
b a b

ariteiten bekend, dan geen haakjes nodig (omloop-methode)
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Poolse notatie

Jan tukasiewicz

HP 35 1878 Lemberg/Lwdw/Lviv — 1956 Dublin

wikipedia

wikipedia
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binaire bomen

recursieve definitie

binaire boom B is
@ leeg of

@ bestaat uit een speciale
knoop (de wortel) en een
linker subboom By en een
rechter subboom B, (disjunct)
beide ook binaire boom

O

die & tekenen we normaal niet
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Kdatastructuren: binaire boom

10.6 Binaire zoekboom 10.7 Heap—priority queue

+1 (98)

o+1 (57) @

_1 1-1 +1 @) G G 0 2

& ecza@@@@ 2]

10.8 Huffman—codeboom

101
[6] [e] [] [e

[og]57]71]4224]55] 3] 8]33[10[19[17[13]
123456 7 8 910111213
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volle binaire boom

/O\

g{O}R ] I Gl CI
O)?})OOQOO |-|¢\| -|¢-| @3

O oo OO I%Iz'
&

volle boom (2-boom) elke interne knoop [niet-blad] twee kinderen

extended tree  voeg ontbrekende kinderen toe

pointer structuurX blad ~ nul-pointer
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complete boom

N\ AN

®) )
4/ \5 6/ \7 < e & H
8/\9 [\

10 11 12 ©8) G5 10 @9 ()

[33]42[17] 8 [24] 3] 3 [98]55[10[19] 5|
1234567 89101112
complete boom  per nivo, van links naar rechts gevuld

array representatielX
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eerste-kind-rechter-broer

left-child right-sibling  Sec. 10.19

(gerichte) boom  ~~ binaire boom

N °
C? 6?@@ e@e
OO @0
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voorbeeld

F AN

evenveel gerichte bomen met n knopen als binaire bomen met n — 1 knopen
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boomwandelen

recursief omloop-methode

W)

1:pre i 3:post

2N

WLR  pre-orde 2:in

LWR in-orde
symmetrisch

LRW  post-orde
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voorbeeld

e

/.)\@ 1/@\ -
'b b b

WLR = preorde LWR: morde LRW = postorde
[a]bdcegihjkf bd[a]jgiejhkcf dbigjkhefc|a]
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binaire bomen

inorde
1,2,3,4

o @@ @O @ @ 2 2
2 @ @ e
© OROROIOINS, D 3
@ 06 3 @

1,234 1243 1324 1423 1432 2134 2143

(@ (@ '. @ @ @ @
3 3 @ O
©) @ e @ @ O @
@ @ @ ©)

4321 4312 4213 4132 4123 3214 3124

preorde
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reconstructie

LR pre-orde: [A],B,C,D,E,F,G,H, I.K

L[W]|R in-orde: C,B,D,F,E,G,[AlH.K,I
—_— ————— ——

links rechts
A A
N N
Blc,D,E,F,G6  [H|ILK B H
C|BlD.F.E.G [H|KI /N N
,E,F,G 1] K
ID|F.E,G K,[1]
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expressies

expressie met binaire operaties ~»  volle binaire boom

interne knopen  operaties  binair

bladeren  waardes constanten

e prefix — Polish notation
+4+*142*%743 2 (pre-orde)

) @ © &
postfix  reverse Polish notation
L @ 3 @ 14*%2+732+*+  (post-orde)

prefix en postfix leggen de formule/boom vast  zonder haakjes

infix (volledig) gehaakt
(Lx4)+2)+ (7 (3+2))

bij infix hebben we haakjes nodig  (soms voorrangsregels)
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evaluatie

recursief (bottom-up)
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recursieve evaluatie

basis
blad ‘x": f(blad) = getalswaarde x

recursie

knoop ‘@’ : f(knoop) = f(links) @ f(rechts)

antwoord
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evaluatie

postorde evaluatie

A2 +7 43 -2+ %+
@WD7 43 -2+ =+

6 7AB2 + * +

67 OO +

6 @ GO+

® O

27
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recursieve functies op bomen

aantal knopen  aangenomen dat de boom vol is
basis
blad : f(blad) =1
recursie
knoop : f(knoop) = 1 + f(links) + f(rechts)

antwoord
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recursief, meer realistisch

aantal knopen  algemene binaire bomen ‘extern’ blad
basis

blad : f(leeg) =0
recursie

knoop : f(knoop) = 1 + f(links) + f(rechts)

L \
FoCS Bomen @ @
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hoogte recursief

hoogte  gemeten in takken
basis
blad : f(leeg) =-1 (17)
recursie
knoop : f(knoop) = 1 + max { f(links), f(rechts) }
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Xminimax

0 (max)

1 (min)

10

3 (min)

wikipedia
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