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Algoritmiek 2015/06 Backtracking

Basisidee backtracking

e bouw een oplossing stap voor stap op en controleer
steeds of de deeloplossing in conflict komt met de re-
stricties/eisen, en nog wel tot een oplossing kan leiden

e Op elk moment kun je Kiezen uit een aantal mogelijke
vervolgstappen; maak een keuze en ga langs die wed
verder met het opbouwen van de oplossing

e als een keuze op niets uitloopt, herzie je deze keuze en
probeer je een andere mogelijkheid

Vergelijk het vinden van de uitgang in een doolhof: loop steeds verder
en als je bij het zoeken vastloopt, ga terug op je pad om het laatste
open alternatief te proberen



Algoritmiek 2015/06 Backtracking vs ES

Backtracking versus exhaustive search

Exhaustive search bekijkt alle volledige kandidaatoplossin-
gen.

Backtracking controleert telkens van deeloplossingen of ze
nog aan de eisen/restricties voldoen; zo niet, dan weet je
zeker dat alle uitbreidingen van deze deeloplossing ook niet
voldoen, dus die hoef je dan niet meer expliciet te bekijken.

VVoorbeeld

Gegeven derij A=3, 1, 4, 1, 5, 9, 2, 6, 5, 7.
Gevraagd: de/een langste stijgende deelrij (met volgorde
der elementen als in A zelf).



Algoritmiek 2015/06 Langste stijgende deelrij

Exhaustive search. Genereer alle 210 deelrijtjes van A vol-
ledig en controleer van elk daarvan of deze stijgend is en
bepaal welke de langste van deze deelrijen is.

Backtracking. Bouw de deelrijtjes stap voor stap op (hoe?)
en controleer na elke stap of het deelrijtje nog wel stijgend
iIS. Z0 niet, dan hoeft het rijtje niet meer uitgebreid te wor-
den (het kan toch niets worden). Houd de lengte van het
deelrijtje bij en vergelijk die met de lengte van de tot dus-
ver gevonden langste deelrij.

Deze methode kan erg veel werk uitsparen. Bijvoorbeeld het deelrijtje
3, 1 is al niet stijgend, dus alle 28 deelrijtjes van A die met 3, 1 be-
ginnen zeker ook niet. Deze hoeven bij backtracking dus niet allemaal
te worden gegenereerd.



Algoritmiek 2015/06 State-space

Om de werking van backtracking te beschrijven kunnen we
een state-space tree (toestand-actie-boom) gebruiken.

speciaal soort toestandsruimte

toestand (=knoop) <= deeloplossing
actie (=tak) <= keuze uitbreiding deeloplossing

- blad <= (kandidaat)oplossing

- pad van wortel naar blad <> stap-voor-stap-constructie
van (kandidaat)oplossing

De boom beschrijft hoe een oplossing wordt opgebouwd (en uitein-
delijk gevonden). De volledige state-space tree bevat in feite de hele
stapsgewijze constructie van alle kandidaatoplossingen



Algoritmiek 2015/06 State-space tree dames
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X. deeloplossing niet verder uitbreiden, keuze herzien



Algoritmiek 2015/06 State-space

Exhaustive search (met gebruik van stap-voor-stap-constructie
om kandidaatoplossingen te genereren) doorloopt de hele
state-space tree en evalueert alle bladeren.

Backtracking stopt met het doorlopen van een subboom bij
een knoop als de betreffende knoop nooit tot een oplossing
kan leiden (en backtrackt dan naar de ouder van die knoop
om van daaruit verder te zoeken). In de bijbehorende state-
sSpace tree die het backtracking algoritme beschrijft wordt zo'n niet-
doorlopen subboom dan ook weggelaten.



Algoritmiek 2014/05 State-space tree -1-

veelbelovend

/

wordt niets: snoeien!

N

kandidaatoplossingen / \

geen oplossing oplossing

Exhaustive search:
de hele boom wordt
bekeken (tot een
goede oplossing is
gevonden)

Backtracking: hele
subbomen kunnen
soms worden ge-
snoeid
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State-space tree -2-

Backtracking doorzoekt de
state-space tree via depth
first search.

Als het meezit wordt er
flink gesnoeid.



Algoritmiek 2015/06 Permutaties

Genereer alle permutaties van 1 t/m n met backtracking.

void permutaties(int n, int perm[ ], int hierzo) {

int 1i;
if (hierzo == n+1)
drukaf (perm,n); // permutatie gevonden
else {
for (i=1; i<=n; i++) {
perm[hierzo] = ij;
if (laanwezig(perm, i, hierzo)) // test of i
// al in perm[1] t/m perm[hierzo-1] voorkomt
permutaties(n, perm, hierzo+1);
+ // for
} // else

} // permutaties

Vraag: wat heeft dit met torens op een schaakbord te maken?
10



Algoritmiek 2015/06 Hamiltonkring

Definitie: Een Hamiltonkring in een (ongerichte) graaf is
een kring die elke knoop precies één keer aandoet.

Voorbeeld: abfecd (&) is een
Hamiltonkring in nevenstaande

@) (D)
graaf. v’
Echter a b c d e fis geen Ha-

N

miltonkring omdat er geen tak
tussen f en a loopt.

Probleem: vind een Hamiltonkring in een gegeven onge-
richte graaf.

(&) We kunnen deze kring ook aangeven met a b f e ¢ d a. Echter bij een kring is
de eindknoop hetzelfde als de beginknoop, dus kunnen we de eindknoop net zo goed
weglaten: die ligt toch vast. Kortom: Hamiltonkring < permutatie van de knopen.
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Exhaustive search: genereer alle (n — 1)! kandidaatoplos-
singen (permutaties van de knopen) en controleer daarna
van elk of het een Hamiltonkring voorstelt.

Backtracking: genereer de mogelijke Hamiltonkringen stap
voor stap™ en controleer tijdens de constructie al of de
deeloplossing wel aan de restricties’ voldoet.

Kies in elke uitbreidingsstap steeds de eerstvolgende buurknoop (in
een of andere volgorde) en controleer hiervan of deze nog niet geweest
is in het reeds geconstrueerde deelpad. Blijkt die keuze toch (hier of
verderop in de constructie) op niets uit te lopen, kies dan de volgende
buurknoop. Als er geen buurknopen meer zijn kan het deelpad blijkbaar
niet meer uitgebreid worden en moet je je vorige keuze herzien.

*hier: tak voor tak of knoop voor knoop

Talle knopen verschillend; tak tussen opeenvolgende knopen

12



Algoritmiek 2015/06 State-space tree HC

Een beschrijving van de werking van het backtracking-
algoritme voor het vinden van een Hamiltonkring in de
voorbeeldgraaf wordt gegeven door de volgende state space
tree:

. breid het pad telkens
met één knoop uit (hier:
keuzes van de buren in
alfabetische volgorde)

. uitbreidingen met kno-
pen die al eerder voor-
kwamen in het pad zijn
niet weergegeven

. in de knopen met een
rood kruis backtrackt
het algoritme zodra
blijkt dat die niet tot
een oplossing leiden

13
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Traveling Salesman Problem (handelsreizigersprobleem)

Gegeven n steden waarvan alle onderlinge afstanden be-
kend zijn.

Gevraagd: de/een kortste route die elke stad precies één
keer aandoet, en weer terugkeert in het vertrekpunt.
Ofwel: vind de/een kortste Hamiltonkring in een samen-
hangende gewogen (complete) graaf.

VVoorbeeld: @) ®)

minimale route: 5 3
8 7

a b dc (ofwelabdca)

(OfaCdb(ofweIacdba)) (d)
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Algoritmiek 2015/06 TSP met backtracking (zelf)

Merk op: elke permutatie van de knopen is een Hamilton-
kring, dus:

genereer alle permutaties® van de knopen (beginnend
bij knoop a) stap voor stap, door deelpermutaties (=
beginstuk Hamiltonkring) verstandig uit te breiden:

houd de tot dusver gevonden minimale lengte min bij

controleer of de lengte van de deelpermutatie kleiner
IS dan min

ZO ja, ga dan op dezelfde manier door met uitbreiden

ZzO nee, dan heeft het geen zin om door te gaan, dus
herzie je meest recente keuze

*ongeveer zoals op sheet 10

15
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Probleem:
Gegeven een verzameling S = {s1,s2,...Sp} van positieve
(> 0) gehele getallen en een geheel getal d. Laat S op-
lopend gesorteerd zijn. Vind een deelverzameling (of alle
deelverzamelingen) van S waarvan de som der getallen ge-
lijk is aan d.

VVoorbeelden:

S ={1,2,5,6,8} en d = 9. Er zijn twee oplossingen, na-
melijk {1,2,6} en {1,8}.

S =1{3,5,6,7} en d=15. Er is één oplossing: {3,5,7}.

Exhaustive search: genereer alle 2™ deelverzamelingen van
S en controleer of hun som gelijk is aan d.
16



Algoritmiek 2015/06 Backtracking SsS

De stap-voor-stap constructie van deeloplossingen doen we
(bijvoorbeeld) zo: gegeven een deeloplossing (= een veel-
belovende deelverzameling van {si,s2,...,s;}), dan zijn er
twee mogelijke vervolgstappen: of s; 1 wordt toegevoegd,
of s; 41 wordt niet toegevoegd.

Backtracking bekijkt ook alle deelverzamelingen, maar
hoeft ze niet allemaal volledig te genereren. Een (veel-
belovende) deelverzameling van {si,s>,...,s;} met som s
hoeft niet verder uitgebreid te worden als s’ 4,41 > d (*),
of als s’ + X185 <d.

Opmerking:
Als (*) geldt levert elke uitbreiding van s’, met welke s;
( > 14+ 1) dan ook, een te grote totaalsom op. Dus: herzie
je vorige keuze. Hier is gebruikt dat S oplopend gesorteerd
iS.
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Algoritmiek 2015/06 State-space tree SsS

x  with 7
14+7=15

94+7=156 3+7<1b 11+7=15 b+7<15b

De state-space tree voor toepassing van backtracking op probleeminstantie S =
{3,5,6,7} en d = 15 (waarbij alle oplossingen gezocht worden). De knopen stellen
deeloplossingen voor. Het getal in een knoop is de som van de s; uit de corres-
ponderende deelverzameling. De ongelijkheid onder een blad geeft aan waarom daar

backtracking plaatsvindt.
18



Algoritmiek 2015/06 Knapzakprobleem (zelf)

Knapzakprobleem

Gegeven n objecten, met gewicht wq,...,w, en waarde
v1,...,Un, €N een knapzak met capaciteit W.

Gevraagd: de meest waardevolle deelverzameling der ob-
jecten die in de knapzak past (dus met totaalgewicht < W).

VVoorbeeld:
object | gewicht | waarde
1 3 42
2 3 14 knapzakcapaciteit 12
3 4 40
4 5 27

19



Algoritmiek 2015/06 KZP met backtracking (zelf)

- genereer de deelverzamelingen stap voor stap, bijvoor-
beeld door steeds aan een goede deelverzameling van
de objecten 1 t/m 4 achtereenvolgens object ¢« + 1 of
i+ 2 of ... of n toe te voegen (mogelijke keuzes)

- controleer of het totaalgewicht van de aldus uitge-
breide verzameling nog steeds < W is

- z0 nee, herzie dan je keuze (en probeer het volgende
object)

- ZO ja, ga dan op dezelfde manier verder

- houd ook de totaalwaarde van de (deel)verzamelingen
bij en de tot dusver gevonden maximale totaalwaarde
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Algoritmiek 2015/06 Doolhof

Gegeven een rechthoekig doolhof. Gevraagd wordt een pad
van Start naar Eind, waarbij alleen horizontaal en verticaal
gelopen mag worden.

XXXXXXXXXXXX XXXXXXXXXXXX
X X X X _kkkX X
XXX XX X X*kXkXXX XX

X XXX* XxXkkk(X

XX Xkkk X kxx Xk XX

X XXXXXXX XX Xk XXXXXXX*xXX
X Xk ok ok ok ok ok Xk k (Q X

XXX XXXX0X*xX*X0X

XXX Sx*k XXXk X*xX0X

X XX XXokkokkk XxX0X

X X X X X X XO0X*X0X
XXXXXXXXEXXX XXXXXXXXEXXX
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Algoritmiek 2015/06 Backtracking en doolhof

bool dwaal(int x, int y) {
// is er een pad van (x,y) naar (x_eind,y_eind) 7
int richting, x_volgende, y_volgende;
if ( ( x == x_eind ) && ( y == y_eind ) ) { // gevonden!
doolhof [x] [y] = ’*7;
return true;

}
else if ( doolhof([x][y] != "’ ?> ) { // geen vrije plek

return false; }

else {
doolhof [x] [y] = ’7?’; // tijdelijk markeren; voorkomt oo loopen

for ( richting = 00ST; richting <= NOORD; richting++ ) {
x_volgende = volgende_x(x,richting);
y_volgende = volgende_y(y,richting);
if ( dwaal(x_volgende,y_volgende) ) {
doolhof [x] [y] = ’*’;
return true;
}
}
doolhof [x] [y] = ’0’; // afgehandeld:
return false; // geen rechtstreeks pad via deze (x,y)
}
}
22



Algoritmiek 2015/06 Paardensprong

Opmerking: backtracking is niet alleen maar een verbeterde versie van exhaustive

search. Het kan algemener toegepast worden (doolhof, paardensprong)

Vraag:

Hoeveel verschillende series van m*xn — 1 sprongen van het
paard zijn er op een m bij n bord, zodat elk veld precies

e€én keer bezocht wordt?

B U By
/ % % / 16 19 12 3 6 21 10

/ /@/ / 13 2 15 18 9 4 7
5

/ % ®

L

beweging van het een oplossing op het
paard 3 bij 7 bord

\\
\\
\\
\\

W
\
\
\
\
&
\
\

%
S
k\
N
\\
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LLaten oplossingen van een bepaald probleem van de vorm
(X[1],X][2],...,X[m]) zijn en zij S; de verzameling waar-
den die X[i] kan aannemen. De algemene vorm van een
backtracking algoritme is dan:

backtrack(X([1---17])::
// X[1---i] is een veelbelovende deeloplossing, consistent met
// de restricties; we zoeken alle oplossingen
iIf X[1---4i] is een oplossing then
print(X[1---14]);

else
for elke = € S;11 consistent met X[1---i] en de restricties doO
X[i+1] i==x;
backtrack(X|[1---i 4 1]);
od
fi

24



Algoritmiek 2015/06 Verdeel en heers 1

Divide and Conquer
1. Verdeel een instantie van het probleem in twee (of meer)
kleinere instanties

2. Los de kleinere instanties op: meestal recursief

3. Combineer deze twee (of meer) oplossingen tot een op-
lossing van de oorspronkelijke (grotere) instantie

Opmerking: meestal wordt een probleeminstantie in twee
ongeveer gelijke delen verdeeld.

25



Algoritmiek 2015/06 Schematisch (1)

problem | of size n

subproblem 2
of size nf2

subproblem 1
of size n/2

Verdeel
en heers

solution to solution to
subproblem 1 subproblem 2

l

solution to
the ariginal problem
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Decrease and Conquer

1. Reduceer een instantie van het probleem tot een klei-
nere instantie van hetzelfde probleem

2. Los de kleinere instantie op: vaak recursief

3. Breid de oplossing van de kleinere probleeminstantie
uit tot een oplossing van de oorspronkelijke instantie

In het boek wordt onderscheid gemaakt tussen:

Decrease by one
Decrease by a constant factor

Variable-size decrease
27



Algoritmiek 2015/06 Schematisch (2)

problem of size n

subproblem
of size h -1

Decrease
by one

L J

solution to
the subproblem

hJd

solution to
the ariginal problem
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Algoritmiek 2015/06 Schematisch (3)

problem | of size n

subproblem
of size nf2

Decrease by a
constant factor il

solution to

(decrease by half) the subproblem

¥

sclution to
the original problem
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Verdeel en heers en sorteren:

Sorteer(rij)::
If ( de rij heeft meer dan één element ) then

Verdeel de rij in twee stukken: linkerrij en rechterrij;

Sorteer(linkerrij);

Sorteer(rechterrij);

Combineer linkerrij en rechterrij;
fi .

30



Algoritmiek 2015/06 Merge, Quick, Insertion

Divide and conquer

Mergesort

0 15]-1 |5] n—1
=P P = Quicksort

0 S n—1

Decrease and conquer (decrease by one)

Insertion sort

31
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Mergesort(A[0---n — 1])::
// sorteert het array A[0..n — 1] recursief

// uitvoer: A[O0..n — 1] oplopend gesorteerd

ifn>1
copieer(A[0--- 3] —1],B[0--- |5] — 1]);
copieer(A[[5]---n—1],C[0---[5] — 1]);

Mergesort(B[0--- | 5] — 1]);
)

Mergesort(C[0---[5] — 1]
Merge(B,C,A);

fi .
32
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Merge(B[O---p—1],C[0---q—1],A[0---p+q—1]) ::
// voegt 2 gesorteerde arrays B en C samen tot 1 gesorteerd array A
1,7,k :==0;
// voeg samen totdat een van de twee op is: ritsen
while : < p and 5 < q doO
if B[] < C[j] then
Alk] ;== Bi];k:=k+1;i: =14 1;
else
Alkl :=Cljl;ki=k+1,j: =74+ 1,
od
// en de rest
if i = p then
copieer C[j---q— 1] naar Alk---p+ q— 1];
else
copieer Bli---p— 1] naar Alk---p+ q — 1];
fi .
33



Algoritmiek 2015/06 Quicksort

De sorteermethode Quicksort is, evenals Merge sort, gebaseerd op het
verdeel en heers principe. Quicksort wordt in de praktijk veel gebruikt,

omdat het (gemiddeld) zeer efficiént sorteert.

Quicksort(A[l---r])::
// sorteert het (sub)array Al[l---r] recursief
// uitvoer: A[l---r] oplopend gesorteerd
ifl<r
s :=Partitie(A[l---r]); // s het splitspunt
Quicksort(A[l---s —1]);
Quicksort(A[s+1---7]);

fi .
34
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Partitie(A[l---r]) ::
// partitioneert een (sub)array, met A[l] als spil (pivot)
p = All];
=105 :=r+1,
repeat
repeat i := i+ 1; until : > r or A[i] > p;
repeat j := j — 1; until A[j] < p;
if : < j then
Wissel(Ali], Al[4]);

if
until i > ;- Partitie <p |p >p
Wissel (A[l], A[4]); : s r
return j; .
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Algoritmiek 2015/06 Opgave 5.2.8.

Probleem: reorganiseer de elementen van een gegeven ar-
ray A zodanig dat alle negatieve elementen voorafgaan aan

de positieve. Het algoritme moet lineair zijn en in situ. Hint:
vergelijk Partitie.

i=0; j=n-1;
while (i <= j) {
if (A[i] < 0)
i = i+1;
else {
wissel(A[i],A[;1);
j= 51

}

Variant (Dutch National Flag): gegeven een array met 'R’,
'W' en 'B’. Reorganiseer het array zodat v.l.n.r. eerst alle

'R’, dan de "W’ en dan de 'B’ staan. Zie Levitin, opgave
5.2.9.a. Thuis over nadenken!
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Mergesort:

- worst case complexiteit: ©(nlogn)
- extra geheugen: O(n)

Quicksort:

- worst case complexiteit: ©(n?) voor (0.a.) het reeds
gesorteerde rijtje

- average case complexiteit: ©(nlogn)
- extra geheugen: in situ

Insertion sort:

- worst case/average case complexiteit: ©(n?)
- extra geheugen: in situ
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Algoritmiek 2015/06 (Werk)college

e Lezen/leren bij dit college:
Paragraaf 12.1, 5 inl, 5.1-2, 4 inl, 4.1

e \Werkcollege:
donderdag 26 maart 2015, 13:45-15:30, in zaal B2

e Opgaven:
zie http://keep.liacs.leidenuniv.nl/“graafimde/ALGO/

e VVolgend college:
vrijdag 27 maart 2015, 11:15-13:00, zaal B2

e Deadline programmeeropdracht 1:
maandag 23 maart 2015, 12:00 uur

e Vragenuur programmeeropdracht 1:
vrijdag 20 maart 2015, 15:30—-17:00, zaal 306/308
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