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Vanwege het zelf-refererende karakter van spellen, een recursieve definitie:
Definitie (‘top-down’)

Een spel G, is een geordend paar van spelverzamelingen G, GR. Notatie:

G::{QL‘QR}. (1)
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Vanwege het zelf-refererende karakter van spellen, een recursieve definitie:
Definitie (‘top-down’)

Een spel G, is een geordend paar van spelverzamelingen G, GR. Notatie:

G::{QL‘QR}. (1)

Opmerking

We nemen aan dat G niet voorkomt in Gt en GR. Anders spreek je van een ‘lussig’
spel.
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We gebruiken wederom korte notatie, bv.:

{{G1,G2} | 0} ={G1,G2 | }.

0:={ | }.
1:={0] },
~1:={ |0},

x:={0]|0}.
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Definitie (4.1)
De leeftijd van een spel G is

L(G) :=1 L(H),
(G) +H€r2§t§g,?()

voor alle G # 0 en L(0) := 0.
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Definitie (4.1)
De leeftijd van een spel G is

L(G) :=1 L(H),
(G) +H€r2§t§g,?()

voor alle G # 0 en L(0) := 0.

Voorbeeld
L(0) =0, L(1) =1+ L(0) =1, L{-1|1}) =2
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Definitie (4.1)
De leeftijd van een spel G is

L(G) :=1 L(H),
(G) +H€r2§t§g,?()

voor alle G # 0 en L(0) := 0.

Voorbeeld
L(0) =0, L(1) =1+ L(0) =1, L{-1|1}) =2
Opmerking

We kunnen een uitspraak VG: P(G) bewijzen door inductie op leeftijd, want
L(H) < L(G) voor alle H € gt U gR.
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Lemma (4.2)

Het aantal spellen met leeftijd < n, afgekort g(n), is eindig.
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Lemma (4.2)
Het aantal spellen met leeftijd < n, afgekort g(n), is eindig.

Bewijs.

Inductie op n € N.

n=20: g(0) =1.

Een spel met leeftijd < n+4 1 wordt gegeven door twee deelverzamelingen van
spellen met leeftijd < n. Hierdoor is g(n 4+ 1) ook eindig:

gin+1) = 28(n) | 98(n) — 48(n) (2)
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1. De g(n) is een slechte bovengrens voor aantal spellen tot op spelequivalentie
(zie later).
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1. De g(n) is een slechte bovengrens voor aantal spellen tot op spelequivalentie
(zie later).

2. Transfiniete leeftijden zijn niet uitgesloten, bv:

w:=9{0,1,2,...| }, (zie hoofdstuk w).
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1. De g(n) is een slechte bovengrens voor aantal spellen tot op spelequivalentie
(zie later).

2. Transfiniete leeftijden zijn niet uitgesloten, bv:

w:=9{0,1,2,...| }, (zie hoofdstuk w).

3. Alternatieve definitie (‘bottom-up’):

So:={0},
Swp1:={{G"1G"}:G . GReP(Sn)} (neN).

Een spel is nu een element van 8 := |J Sy, en g(n) = |S,|  (Vn € N).
neN
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Definitie

Zij G={Gt | GR} H= {H'| #R} spellen, dan is
G+H:i={G"+HG+H |GR+HG+H"},

waarbij voor een spel x en spelverzameling S, x4+ S={x+s|s€ S} en
S+ x={s+ x|se€ S} In het bijzonder, x+ 0 = 0.

Axioma:
“In een som van spellen, kan een speler in elke term spelen.” (p. 60)
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Stelling (4.4)
Voor elk spel G, geldt G+ 0 = G.
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Stelling (4.4)
Voor elk spel G, geldt G+ 0 = G.
Bewijs.

Bewijs door inductie op spellen:
Zij G = { gt | GgR }, en neem aan dat H+ 0 = H voor alle spellen H met kleinere
leeftijd. Dan,

G+O:{QL+O,G+(Z)‘QR+0,G+0}
{ot]o")=a
want G+ 0 ={G+x:x€ 0} =0. O



Commutativiteit 9 |24

Stelling (Opg. 4.5a)
Zij G, H spellen. Dan geldt G+ H= H+ G.
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Stelling (Opg. 4.5a)
Zij G, H spellen. Dan geldt G+ H= H+ G.

Bewijs.

Met inductie op L(G + H):

G+ H= {gL+H, G+HL|GR4+H, G—|—7—LR}
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Stelling (Opg. 4.5a)
Zij G, H spellen. Dan geldt G+ H= H+ G.

Bewijs.

Met inductie op L(G + H):

G+ H= {gL+H, G—|—7-LL‘QR—|—H, G—|—7—LR}
= {G+#', G'+H|G+HF GFt+H|
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Stelling (Opg. 4.5a)
Zij G, H spellen. Dan geldt G+ H= H+ G.

Bewijs.

Met inductie op L(G + H):
G+H= {G'+H G+#H'|gF+H G+HF}
= {G+#', G'+H|G+HF GFt+H|
I H' +6 H+G'|HR+G H+GR)
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Stelling (Opg. 4.5a)
Zij G, H spellen. Dan geldt G+ H= H+ G.

Bewijs.

Met inductie op L(G + H):
G+H= {G'+H G+#H'|gF+H G+HF}
= {G+#', G'+H|G+HF GFt+H|
I H' +6 H+G'|HR+G H+GR)

= H+ G
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Stelling (Opg. 4.5b)
Voor alle G, H, J, geldt (G+ H) +J= G+ (H+ J).
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Stelling (Opg. 4.5b)
Voor alle G, H, J, geldt (G+ H) +J= G+ (H+ J).

Bewijs.

Voor de linkerkant met inductie op L((G + H) + J):

(G+H)+ "= (G+ H)' +, (G+ H)+ Jt
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Stelling (Opg. 4.5b)
Voor alle G, H, J, geldt (G+ H) +J= G+ (H+ J).

Bewijs.

Voor de linkerkant met inductie op L((G + H) + J):

(G+H) +H'= (G+H)'+, (G+ H)+ J*
= (Gr+H) +J (G+HYH+J (G+H +T"
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Stelling (Opg. 4.5b)
Voor alle G, H, J, geldt (G+ H) +J= G+ (H+ J).
Bewijs.
Voor de linkerkant met inductie op L((G + H) + J):
(G+H) +N= (G+ H)'+ 4, (G+H) + It
= G +H)+J (G+HH+J (G+H +Tt

DGt (H+J), G+ (H +J), G+ (H+TY

%ﬂ
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Stelling (Opg. 4.5b)
Voor alle G, H, J, geldt (G+ H) +J= G+ (H+ J).

Bewijs.

Voor de linkerkant met inductie op L((G + H) + J):

(G+H)+ )" = (6G+H" +J, (G+H)+T*
= G +H)+J (G+HH+J (G+H +Tt
Mot (H+), G+ H 4D, G+ (H+TY
= G'+(H+J), G+H+IH

%ﬂ
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Stelling (Opg. 4.5b)
Voor alle G, H, J, geldt (G+ H) +J= G+ (H+ J).
Bewijs.
Voor de linkerkant met inductie op L((G + H) + J):
(G+H) +N= (G+ H)'+ 4, (G+H) + It
= (" +H +J (G+H)+J (G+H)+T"

Mot (H+), G+ H 4D, G+ (H+TY
= G'+(H+J), G+H+IH
= (G+ (H+ )"

- Rechterkant gaat vergelijkbaar. Ol -
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Definitie

Het tegengestelde spel van een spel G is
—G:={-g®|-g},

waarbij —S = { —G | G € S} voor een spelverzameling S.

Axioma:
“In het tegengestelde spel zijn de rollen van de spelers omgedraaid.” (p. 60)
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Definitie

Het tegengestelde spel van een spel G is
61 {—g"| -6},
waarbij —S = { —G | G € S} voor een spelverzameling S.

Axioma:
“In het tegengestelde spel zijn de rollen van de spelers omgedraaid.” (p. 60)

Opgave (4.10)
Laat zien: —(G + H) = (—G) + (—H) voor spellen G, H.



Bewijs.
Met inductie:
—(G+H) ={—(G+HF| —(6+H"}
={—(G"+H),—(G+#P) | —(¢" + H), - (G+ H") |
) {(~(GR) + (=H). (=6) + (—~(#F)) |
(—(G1) + (—H), (—=6) + (-(H")}
={(=9)" + (=H),(=6) + (-1)" |
(=9)F + (=H), (—=6) + (—H)"}
= (=6) + (—H).

Ol
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Opgave (4.9)
Laat zien: —(—G) = G (VG).
Bewijs.
Met inductie:
(-6 ={-((-6" | -((-6)" }
={-(=¢Y | -(=6"}
(i;d){gL‘gR}:G'
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Opgave (4.8)

0,(—G) = & o0gr(G) = @,

en

OL(—G) =0 < OR(G) = .
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Opgave (4.8)
OL(—G) = <~ OR(G) = ,

en

OL(—G) =0 < OR(G) = .

Probeer dit zelf.
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Definitie
Zij G, H spellen. Danis G~ H< o(G+ X) = o(H+ X) (VX).

Opgave (4.11)

De relatie ~ is een equivalentierelatie.
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Definitie
Zij G, H spellen. Danis G~ H< o(G+ X) = o(H+ X) (VX).

Opgave (4.11)

De relatie ~ is een equivalentierelatie.
Refleziviteit: o(G + X) = o(G + X) (VX), dus G ~ G.
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Definitie
Zij G, H spellen. Danis G~ H< o(G+ X) = o(H+ X) (VX).

Opgave (4.11)

De relatie ~ is een equivalentierelatie.
Refleziviteit: o(G + X) = o(G + X) (VX), dus G ~ G.
Symmetrie: Stel G ~ H. Dan geldt voor elk spel X,
o(G + X) = o(H + X) waardoor o(H + X) = o(G + X), dus H ~ G.
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Definitie
Zij G, H spellen. Danis G~ H< o(G+ X) = o(H+ X) (VX).

Opgave (4.11)

De relatie ~ is een equivalentierelatie.
Refleziviteit: o(G + X) = o(G + X) (VX), dus G ~ G.
Symmetrie: Stel G ~ H. Dan geldt voor elk spel X,
o(G + X) = o(H + X) waardoor o(H + X) = o(G + X), dus H ~ G.
Transitiviteit: Stel G ~ Hen H ~ J. Dan geldt voor elk spel X,

o(G+ X) = o(H+ X) = o(J + X),

dus G ~ J.
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Stelling (4.12)
Voor elk spel G, is G~ 0 <= G € P.
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Stelling (4.12)
Voor elk spel G, is G~ 0 <= G € P.

Bewijs.

=: Als voor elk spel X geldt o(G + X) = o(0 + X), vul in X = 0:

o(G) = o(G+0) =0(0+0) =P.
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Stelling (4.12)
Voor elk spel G, is G~ 0 <= G € P.
Bewijs.
=: Als voor elk spel X geldt o(G + X) = o(0 + X), vul in X = 0:
o(G) = o(G+0) =0(0+0) =P.
<: Stel G € P.

Propositie (3.4) = voor elk spel X, o(X) = o(X + G),
dus G ~ 0. O
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Gevolg (4.15)
G+ (—G) ~ 0.

Bewijs.

Door kopieergedrag kan de 2° speler altijd winnen dus o(G + (—G)) = P.
Stelling (4.12) = G+ (—G) ~ 0. O
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Informeel: equivalente spellen zijn altijd ‘vrij’ inwisselbaar:

Stelling (4.16)
Voor alle spellen G, H, J, geldt G~ H<— G+ J~ H+ J.




Spellen invariant onder equivalentie 18 | 24

Informeel: equivalente spellen zijn altijd ‘vrij’ inwisselbaar:
Stelling (4.16)
Voor alle spellen G, H, J, geldt G~ H<— G+ J~ H+ J.

Bewijs.

=: Stel G ~ H en laat X een spel zijn. Dan is,

o((G+J) + X) = o(G+ (J+ X)) = o(H+ (J+ X)) = o((H + J) + X).

Dus, G+ J~ H+ J.
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Informeel: equivalente spellen zijn altijd ‘vrij’ inwisselbaar:
Stelling (4.16)
Voor alle spellen G, H, J, geldt G~ H<— G+ J~ H+ J.

Bewijs.
=: Stel G ~ H en laat X een spel zijn. Dan is,
o(G+NH)+X)=0(G+ (J+ X)) =o(H+ (J+ X)) =o((H+ J) + X).

Dus, G+ J~ H+ J.
<: Stel G+J~H+ J. Dan: G+ J— J~ H+ J— J, vanwege =>.
(4.15) = 0+G~J—J+G en O+H~J—J+H.
Bovenstaand gecombineerd: G~ G+ J—J~ H+J—J~ H. O
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Opgave (4.18)
Bewijs: als G~ G en H~ H,dan G+ H~ G + H'.

Bewijs.

Gebruik 2x (4.16) & commutativiteit. O
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Opgave (4.18)
Bewijs: als G~ G en H~ H,dan G+ H~ G + H'.

Bewijs.

Gebruik 2x (4.16) & commutativiteit. O

Gevolg (4.19)
G~H<— G—-—H~0 (<= G—-—HcP)

Bewijs.

=: Voeg —H toe; <: Voeg H toe. O
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Definitie

G>H<— VX: o(G+ X) > o(H+ X),
en HS G+ G > H.

N = (®,®)

Z
/ \
> /4
P=(0,0)
Aangezien o( - ) een partiéle ordening op { £, R, P, N } is, is < een partiéle ordening
op spellen (zie Simon's presentatie).
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Het is ondoenlijk om G > 0 te controleren door o(G + X) > o(X) voor elk spel X te
checken.
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Het is ondoenlijk om G > 0 te controleren door o(G + X) > o(X) voor elk spel X te
checken.

Stelling (4.21)

De volgende uitspraken zijn equivalent:
1) G> 0,

(
(2) or(G) = ® (oftewel G € PU L),
(
(

) o
3) VX: 0r(G + X) > og(X),
4) VX: 0,(G + X) > o (X).
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Het is ondoenlijk om G > 0 te controleren door o(G + X) > o(X) voor elk spel X te
checken.

Stelling (4.21)

De volgende uitspraken zijn equivalent:
(1) G >0,

(2) or(G) = @ (oftewel GE€ P U L),

(3) VX: or(G + X) > or(X),

(4) VX: OL(G-I— X) > OL(X).

Bewijsschema:  ((3) of (4)) = (2) = (1) = (3) A (4). (anders dan boek)



Uitspraken: (1) G> 0, (2) or(G) = ®,
(3) VX : 0r(G + X) > 0r(X), (4) VX: 0,(G+ X) > o0r(X).

Bewijs (4.21).

(3) = (2):
Neem X = 0: 0g(G) > og(0) = @, dus 0g(G) = ®.




Uitspraken: (1) G> 0, (2) or(G) = ®,
(3) VX : 0r(G + X) > 0r(X), (4) VX: 0,(G+ X) > o0r(X).

Bewijs (4.21).

(3) = (2):
Neem X = 0: 0g(G) > og(0) = @, dus 0g(G) = ®.

(4) = (2):
Neem X = —G: @ = 0,(0) > 0,(—G), dus 0, (—G) = O
oftewel og(G) = © (uit 4.8).




Uitspraken: (1) G> 0, (2) or(G) = ®,
(3) VX : 0r(G + X) > 0r(X), (4) VX: 0,(G+ X) > o0r(X).

Bewijs (4.21).

(3) = (2):
Neem X = 0: 0g(G) > og(0) = @, dus 0g(G) = ®.
4) = (2):
Neem X = —G: @ = 0,(0) > 0,(—G), dus 0, (—G) = O
oftewel og(G) = © (uit 4.8).
(2) = (1):
Stel 0r(G) = @. Dan (3.5): o(G+ X) > o(X) (VX).




Uitspraken: (1) G >0, (2) or(G) = ®,
(3) VX : 0r(G + X) > or(X), (4) VX : 00(G+ X) > o1 (X).
Bewijs (4.21).
(3) = (2):
Neem X = 0: 0g(G) > og(0) = @, dus 0g(G) = ®.
4) = (2):
Neem X = —G: @ = 0,(0) > 0,(—G), dus 0, (—G) = O
oftewel og(G) = © (uit 4.8).
(2) = (1):
Stel 0p(G) = ®. Dan (3.5): 0o(G+ X) > o(X) (VX).
(1) & (3) A (4): Per definitie,

o(G+ X) > o(X) = 01 (G+ X) > o1(X),en
or(G + X) > or(X).

O]
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Stelling (4.23)
Zij G, H, J spellen. Dan G> H<— G+ J> H+ J.

Bewijs analoog aan bewijs (4.16).
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Stelling (4.23)
Zij G, H, J spellen. Dan G> H<— G+ J> H+ J.

Bewijs analoog aan bewijs (4.16).
Stelling (4.24)

Zij G, H spellen. Dan G > H <= ogr(G — H) = ©, d.w.z. LINKS wint als 2°
speler in G — H.
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Stelling (4.23)

Zij G, H, J spellen. Dan G> H<— G+ J> H+ J.
Bewijs analoog aan bewijs (4.16).

Stelling (4.24)

Zij G, H spellen. Dan G > H <= ogr(G — H) = ©, d.w.z. LINKS wint als 2°
speler in G — H.

Bewijs.

Neem J=—H. Dan G>H<= G— H>0 <= or(G— H) = B. O



Conclusie

We hebben regels afgeleid om te bepalen of:
G beter dan H G>H G—HeLl
G slechter dan H G<H G—HEeER
G en H equivalent (G—H)~0 G-—HecP
G, H onvergelijkbaar G||H G—-HeN

24 | 24
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We hebben regels afgeleid om te bepalen of:
G beter dan H G>H G—HeLl
G slechter dan H G<H G—HEeER
G en H equivalent (G—H)~0 G-—HecP
G, H onvergelijkbaar G||H G—-HeN

Notatie:

® G||H als niet G < Hen niet H< G.
® G Hals G||Hof G < H.
® G|>Hals Hl G
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Conclusie

We hebben regels afgeleid om te bepalen of:
G beter dan H G>H G—HeLl
G slechter dan H G<H G—HEeER
G en H equivalent (G—H)~0 G-—HecP
G, H onvergelijkbaar G||H G—-HeN

Notatie:
® G||H als niet G < Hen niet H< G.

® G Hals G||Hof G < H.

e GI>Hals H< G
En, voortaan zullen we ‘~’ schrijven als *

=": bekijk spellen modulo ~.
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