Recursie en

inductie
deel 2

Negende college

inductiebewijzen



1nductieprincipe

Structurele inductie (inductie naar de opbouw) 1S
de bewijstechniek die hoort bij inductief
opgebouwde ‘objecten’ zoals bomen of

talen.

eigenschap
natuurlijke
getallen =
volledige
inductie

B1j eigenschappen van de (verzameling der)
natuurlijke getallen (ook inductief opgebouwd)
heet de methode volledige inductie.



volledige inductie

N natuurlijke getallen

i,

basis
Bewijs dat P(0) waar 1s.
1nductiestap

Bewijs voor willekeurige ne N:
als P(n) waar 1s, dan i1s P(n+1l) waar.

\ J
|

1nductie-aanname
1nductie-hypothese

P(0O) A (VneN)( P(h)=P(n+1) )

= (VneN)( P(n) )



vorige week

5N-2" is een drievoud voor alle n>0

inductie-bewijs

1. basis (n=0)
5020 - 1-1 = 0 is een drievoud.

11. 1nductiestap
inductie-aanname:
Neem aan: 5"-2" 1s een drievoud (n=0)
Bewijs dat 5"1-2"*l een drievoud is.

5.¢5-2M) 4+ 3.2" §5.GN _5.2n 452N _2>29n _ gn+l_on+l

L J LJ _ ~ y,

drievouden | S drievoud




volledige inductie

Natuurlijke getallen > m

1. basis
Bewijs dat P(m) waar 1s.

11. 1nductiestap
Bewijs voor willekeurige ne N, n> m:
als P(n) waar 1s, dan i1s P(n+1l) waar.

\ J
|

1nductie-aanname
1nductie-hypothese




1= 1=123/6

1+4 = 5 =235/ 6

1+4+9 = 14 = 347 / 6
1+4+9+16 = 30 = 4.59 / 6
1+4+9+16+25 = 55 = 5611 / 6
1+4+9+16+25+36 = 91 = 6-7-13 / 6

6-2:_':11'2 ~n(n+1) 2n+1)




volledige 1nductie voorbeeld

6-2?211'2 ~n(n+1) 2n+1)

eigenschap
natuurlijke

getallen =
volledige

basis: n
6-(1%)

1(1+1)(2+1) ©

inductiestap:
neem aan dat de formule klopt voor n,
en bewijs haar voor n+l.

+ 6(n+1)? =
inductie-
. .(n+1)2 _ aanname
(n+ n+1)+6(n+1)} =
(n+1) (2n2+n+6n+6) — I'l'l Breng het geval n+l terug

tot het geval n door de Taatste

(n+1) (n+2) (2n+3) © term van de som apart te nemen



taal ‘MU puzz1e
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e MI € L

e als XI € L dan xIU € L
als Mx € L dan Mxx e L
als xIIIy € L dan xUy e L
als xUUy € L dan xy e L

e L bevat geen andere elementen
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MU eilgenschappen

e MI € L

e als XI € L dan xIU € L
als Mx € L dan Mxx e L
als xITIy € L dan xUy e L
als xUUy € L dan xy e L

e L bevat geen andere elementen

> € & P

‘e1k woord 1n L begint met M

basis

MI begint met M ©

1nductie naar de opbouw

oo

¢
v
o

als xI met M begint, dan ook xIU
MxX begint met M

als xITIy met M begint, dan ook xUy
als xuuy met M begint, dan ook xy ©
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1nductieprincipe

V inductief gedefinieerd
Te bewijzen P(x) voor alle x e V

inductie

1. basis
Bewijs dat P(x) waar 1s,
voor alle x 1n de basis van V.
11. 1nductiestap
Bewijs dat P(y) geldt voor
y geconstrueerd 1n de inductiestap,
onder de aanname dat P(x) waar 1s
voor alle x waaruit y geconstrueerd 1s,
dus de ‘kleinere’ gevallen.

1nductie-aanname
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MU & L e MI € L

e als XI e L dan xIU € L
als Mx € L dan Mxx e L
als xITIy € L dan xUy e L
als xUUy € L dan xy e L

e L bevat geen andere elementen

> € & P

‘aanta1 letters I 1n woorden L nooit drievoud

basis
MI heeft eén I; ©

inductie naar opbouw

» XIU evenveel I’s als xI: geen drievoud

¢ Mxx tweemaal zoveel I’s als Mx
en dit levert geen drievoud op

v Uit XIITy worden drie I’s verwijderd, dit
kan ook geen drievoud opleveren

» XUUy evenveel I’s als xy: geen drievoud ©



*volledige 1nductie

N natuurlijke getallen

1. basis
Bewijs dat P(0) waar 1s.
11. 1nductiestap
Bewlijs dat voor willekeurige neN:

als P(k) waar‘isg dan 1s P(n+1l) waar.
I

voor alle k<n

1nductie-aanname

* Deze versie van het principe van
volledige inductie is equivalent met de
eerder gegeven formulering.
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recurrente betrekking

t0= 5, t1=6

tn = tn—l +6tn_2 -12n +8 (nZZ)

= 3" +(-2)" +2n +3 gesToten uitdrukking
basis:
n=0 30 +(-2)% + 2.0 + 3 =5
n=1 3! +(-2)1 + 21 + 3 =6 (ok)
inductiestap: inductie-

t,,1 = t, +6t, ;1 -12. (n+1) +8 [ @anname
3”+fd12)”+2n+3+6 (314 (-2)"142.(n-1)+3)

T is een beetje compact ik hep -12. (n+1)+8
(1+2)-3M+(1-3) - (-2) "+ (27 Fet hierna Giggdgn0 018 -12+8) =
3+l L -2)n*tl 42.(n+1) +3 LOK!)




1nductiestap

t,,1 = 3™ +(-2)™L1 +2(n+1) +3 te bewijzen

inductie-
aannhame

Thi1 =

t, +6t,_.1 -12-(n+1) +8 definitie t,

" 4+(-2)" +2n +3

tn =
-~ 3n L 4(-2)"1 42(n-1) +3

n

= 3"+ (-2)"+2n+3+

6- (3N 1+ (-2)"142.(n-1)+3) -12-(n+1)+8 =

(1+42)-3"+(1-3)-(-2)"+(2+12-12) n+(3-12+18-12+8)

= 3l L (-2)n*l 1 2.(n+1) +3 (ok!)
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1nductiestap

Dat ga 1k zo niet allemaal voorlezen bij de
les, want nogal saai. Het 1s gewoon
middelbare school rekenkunde, die je wel zelf
moet kunnen invullen en controleren!

ne1 = t, +0t,_q -12-(n+1) +8
= 3"+ (-2)"+2n+3+

6- (3" 1+ (-2)"1+2.(n-1)+3) -12-(n+1)+8 =
(1+2)-3"+(1-3)-(-2)"+(24+12-12) n+(3-12+18-12+8)

= 3l L (-2)n+l 1 2.(n+1) +3 (ok!)
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sommetje

volledige inductie

- Bewijs: 1+ (i-i!) = (n+1)!

voor alle natuurlijke getallen nx>1
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sommetje

inductie naar de opbouw

De verzameling van Blurpsen 1s de kleinste

verzameling zodat:

1. A is een Blurps.

2. Als x een Blurps 1s, dan zijn ook xAA en

Oxx<¢ Blurpsen.

3. Als x en y Blurpsen zijn, dan 1s ook xAy

een Blurps.

Laat zien dat alle Blurpsen een oneven
aantal driehoekjes A hebben of ten minste

één ruit ¢ bevatten.

opgave 50



