Logica voor Informatici — najaar 2000
Opgaven en Oplossingen — Hoofdstuk 4

4.1 Bewijs met natuurlijke deductie:

l.p=>(@—=nrkFqg—=>(p—r)
2. (pAg) =>rkEp—=(¢g—7)

3. p—=q,p—>rtp—(gAr), en de twee beweringen die uit de omkering voortkomen

4. pVrg—orkEpP—q) —r

oplossing:

1. De aanname p — (g — r) korten we af als .
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p—=(g—r)

p

q—r

r
p—>r

g—(p—r)

uit ¢

uit q

uit p

uit ¢,p
uit ¢, q,p
uit ¢,q
uit ¢

2. De aanname (p A q) — r korten we af als .

N o e

(pANqg)—>r
D
q
PAQ
r
g—=r

p—(g—r)

uit ¢
uit p

uit ¢q

uit p,q
uit ¢, p,q
uit ¢,p
uit ¢

aanname @
aanname
aanname
— E(3,1)
— E(2,4)
— I(5)

— I(6)

aanname @
aannamme
aannamme
AI(2,3)

— E(4,1)
— I(5)

— I(6)

3. De aanname p A g korten we af als ¢ en de aanname p — r korten we af als .

We bewijzen p —

We bewijzen p —

I

p—4q
p—=r
p

q
r

gAT
p—(gAr)

uit ¢

uit ¢

uit p

uit ¢,p
uit ¢,p
uit ¢, 9, p
uit ¢, ¢

aanname ¢
aanname v
aanname
— E(3,1)
— E(3,2)
NI (4,5)

— I(6)

gAr)F p— q. De aanname p — (¢ A7) korten we af als ¢.

p—(gAT)
b
gAT

q

uit ¢
uit p
uit ¢,p
uit ¢,p
uit ¢

aanname @
aanname
— E(2,1)
AE(3)

— I(4)

gAr)F p—r. De aanname p — (¢ A7) korten we af als ¢.

p—(gAT)

b
gAT
r
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5. p—q
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1
2
3
4
5 p—r

uit ¢
uit p
uit ¢,p
uit ¢,p
uit ¢

aanname @
aanname
— E(2,1)
AE(3)

— I(4)



4. De aanname p V r korten we af als ¢ en de aanname ¢ — r korten we af als 1.

1. pVr uit ¢ aanname @
2. qg-—or uit ¢ aanname v
3. p—=q uitp =+ ¢q aanname
4. p uit p aanname
5. q uit p,p — ¢q — E(3,4)
6. r uit p,p — q, ¢ — E(2,5)
7. [ r uit r aanname
8. r uit @, p = ¢, ¥ VE(1,6,7)
9. (@-oq-or uit @, ¢ — I(8)

4.2 Bewijs met natuurlijke deductie:

.Fpv-p (de wet van het Uitgesloten Derde)
. pV gt p— q, en omgekeerd

W N =

.q—>-pkp—og (het principe van contrapositie, zie Voorbeeld 4.6)
4. p=>(qVvr)F(p=q)Vr (hint: gebruik F r Vv —r)

oplossing:

1. We korten —(p V —p) af als ¢.

1. [ —(pV —p) uit ¢ aanname ¢
2. [ P uit p aanname
3. pV-p uit p VI(2)

4. —-p uit ¢ =I(1,3)

5. -p uit -p aanname
6. [ pV-p uit —p VI(5)

7. | P uit ¢ -E*(1,6)
8 pV-p uit @ -E*(4,7)

2. De aanname —p V q korten we af als ¢.

1. -pVq uit ¢ aanname @
2. p uit p aanname
3. -p uit —p aanname
4. q uit p,—p -FE(2,3)

5. [ q uit q aanname
6. q uit ¢, p VE(1,4,5)
7. p—ogq uit @ — 1(6)

We bewijzen p — ¢ - =pV q. De aannname p — ¢ korten we af als ¢ en de aanname
=(—p V q) korten we af als 1.

1. p—gq uit ¢ aanname @
2. =(-pVq) uit ¢ aanname
3. -p uit —p aanname
4. -pVyq uit —p VI(3)

5. p uit ¢ -E*(4,2)
6. q uit @, — E(5,1)
7. -pVq uit @,y VI(6)

8. —pVyg uit ¢ -E*(7,2)



3. De aanname —q — —p korten we af als ¢.

1. -g — —p uit ¢ aanname ¢
2. p uit p aanname
3. -q uit g aanname
4. -p uit @, g — E(3,1)
5. q uit o, p -E*(2,4)
6. p—g uit ¢ — I(5)

4. De aanname p — (¢ V r) korten we af als ¢.

1. p—o(qVvr) uit ¢ aanname ¢
2. rV-or uit @ uitgesloten derde
3. [~ uit r aanname
4. p—=qVr uitr VI(3)
5. [ - uit —r aanname
6. p uit p aanname
7. qVvr uit p, — E(1,6)
8. [ ¢ uit q aanname
9. r uit r aanname
10. q uit r,—r -E(5,9)
11. q uit p, @, —r VE(7,8,10)
12. p—q uit ¢, -r — I(11)
13. | =@ Vvr uit @, -r VI(12)
14. (p—oqvVr uit ¢ VE(2,4,13)

4.3 De wetten van De Morgan zijn twee van de zogenaamde Boolese axioma’s. Bewijs ook de
Boolese axioma’s voor distributiviteit:

ipV(gAr)F(Va) A(pVr), en omgekeerd
i pA(gVvVr)E(pAq)V (pAr), en omgekeerd.

oplossing:

i We bewijzen pV (gAT) - (pVa)A(pVr).

1 pV(gAT) uit ¢ aanname
2 [ p uit p aanname
3 pVyq uit p VI(2)
4. [ gAT uitgAr aanname
5. q uit gAr AE(4)
6 | pVyq uit gAr VI(5)
7. pVyg uit ¢ VE(1,3,6)
8. [ p uit p aanname
9. pVr uit p VI(8)
10. [ gAT uit gAr aanname
11. r uit gAr AE(10)
12. pVvr uit gA T VI(11)
13. pvVvr uit @ VE(1,9,12)
14. (pvgA(pVvr) uit ¢ NI(7,13)



We bewijzen (pVg)A(pVr)EpV(gAr).

13.

(Vg ApVr)

pVyg

p

| pV(gAT)

q
pVvr

p

pV(gAT)

r
gAT

pV(gAT)
| pV(gAT)

pV(gAT)

uit ¢
uit ¢
uit p
uit p
uit ¢
uit ¢
uit p
uit p
uit r

uit g,r
uit g,r
uit ,q

uit ¢

ii We bewijzen pA (gVr)F-(pAq)V (pAT).
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CLORXND U P WN
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pA(gVr)

qVvr

q
PAq

(pPAgQV(pAT)

r
PAT

(pAg)V(pAT)
(PAQV(pAT)

uit ¢
uit ¢
uit @
uit g

uit ¢, q
uit ¢, q

uit r

uit p,r
uit p,r

uit ¢

We bewijzen (pAq)V(pAr)EDpA(gVr).

Bewijs de Boolese axioma’s voor absorptie:

e e

PA@V(pAT)

PAg

b

q

qVvr

| PA(gVT)
PAT

D

r

qVvr

| pA(gVT)

pV(gAT)

iii pV (pAq)F p, en omgekeerd

iv pA(pV q) F p, en omgekeerd.

oplossing:

iii

U L=

uit ¢

uit pAgq
uit pAgq
uit pAgq
uit pAgq
uit pAgq
uit pAr
uit pAr
uit pAr
uit pAr
uit pAr
uit ¢

uit ¢
uit p
uit pAgq
uit pAgq
uit ¢

aanname @
AE(1)
aanname
VI(3)
aanname
AE(1)
aanname
VI(7)
aanname
AI(5,9)
VI(10)
VE(6,8,11)
VE(2,4,12)

aanname @
AE(1)
AE(1)
aanname
AI(2,4)
VI(5)
aanname
AI(2,7)
VI(8)
VE(3,6,9)

aanname ¢
aaname
AE(2)
AE(2)
VI(4)
AI(3,5)
aanname
AE(7)
AE(7)
VI(9)
AI(8,10)
VE(1,6,11)

aanname ¢
aanname
aanname
AE(3)
VE(1,2,4)



4.4

4.5

4.6

We bewijzen nupbpV (pAq).

1. »p uit p aanname
2. pV(pAg) uit p VvI(1)
iv
1. pA(PVy uit ¢ aanname ¢
2. p uit ¢ AE(1)

We bewijzen nu ppA (pV q).

1. »p uit p aanname
2. pVgq uit p VvI(1)
3. pA(pVy) uit p NI(1,2)

Een formule kan op meerdere plaatsen in een natuurlijke-deductieboom voorkomen. Omdat
elk voorkomen van verschillende aannames afthankelijk kan zijn, mogen deze voorkomens niet
met elkaar geidentificeerd worden. Laat dit zien in een voorbeeld.

oplossing: We bewijzen pV q,p = r,q = r 1. We korten pV q af als ¢, p = r als ¢ en
q — r als .

1 pVyq uit ¢ aanname @
2 poT uit ¢ aanname
3 q—r uit x aanname x
4. p uitp aanname
5 r uit ¢, p — E(4,2)
6 q uitq aanname
7. r uit x,q — E(6,3)
8 r uit p, ¥, x VE(1,5,7)

De formule r is in regel 5, 7 en 8 bewezen, resp. uit {p — r,p}, uit {¢g — r,q} en uit
{pVg,p—=r,g—r1}
Toon zonder beroep op de volledigheidsstelling aan dat, als ¢ -1 en ¢ F x, dan ¢ F x.

oplossing: We geven een bewijs in natuurlijke deductie.

m. Y uit ¢
n. X uit ¢ :
n+1l. ¢Y—ox uit & — I(n)
n+2. x uit ¢ — E(m,n+1)

Geef introductie- en gebruiksregels voor de equivalentie <.

oplossing: De formule ¢ < 1 is logisch equivalent met (¢ — ¥) A (¥ — ). Als er
afleidingen van ¢ uit ® en van ¢ uit ¥ zijn, dan zijn er ook afleidingen van ¢ — ¢ uit
U — {p} en van ¢ — ¢ uit ® — {¢}, volgens de — introductieregel. Dus kunnen we een
afleiding van ¢ < 9 uit ¥ — {p} en & — {4} construeren, met de A introductieregel. De
introductieregel voor < in boom notatie ziet er dus als volgt uit:

puit @ Y uit ¥
¢ & Puit (B —{P}) U (¥ - {¢})

Als er afleidingen van ¢ <> 9 uit ® en van @ uit ¥ zijn, dan kunnen we natuurlijk een
afleiding van 1) uit ® U ¥ construeren (met de regels AE en —E). De gebruiksregels voor <
in boom notatie zien er dus als volgt uit:

1




Y Yuit @

puit ¥

< E

Yuit dU T

4.10 Bewijs met natuurlijke deductie:

.pA(@AT)ETA

© 00 N O Ut s W N

Fp—=(p—9)

—
e

11. -p—qkpVyg

oplossing:

p

.p—=>—qkqg——p
.pVg,~qk(p—=q)

.(pvVg)—>rkqg-or

.p—=>(gAT),q—s,pks
p=>P=29Fp—yq
.(pA-qQ) = r,pk g — (rVs)

.pVg,p—>r,q—>skrvs

-p,~qF-((p—q) —q)

1. We bewijzen pA (gAr) Fr Ap.

2. We bewijzen p — (qAr),q = s,pt s.
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pPA(gAT)
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gAT
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rTADp

p—(gAr)
q—)s
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q
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3. We bewijzen p — (p = q) Fp — q.

4. We bewijzen (pA—q) = r,pk —q— (r

N Ok L=

CUA W

p—=(p—q)
P
pP—q
q

q

p—

(PA-q) =

p

-q
PA—q
r
rVs

-q = (rVvs)

p < Puit @

P uit ¥

uit ¢
uit ¢
uit ¢
uit ¢
uit ¢

uit ¢

uit ¢

uit p

uit ¢,p
uit ¢,p
uit @, 4, p

uit ¢
uit p
uit ¢, p
uit p,p
uit ¢

V s).

uit ¢

uit p

uit —¢q

uit p, ¢q
uit ¢, p,7q
uit ¢, p,7q
uit ¢,p

puit®uU T

aanname @
AE(1)
AE(1)
AE(3)
AI(4,2)

aanname @
aanname
aanname p
— E(1,3)
AE(4)

— E(2,5)

aanname @
aanname
— E(1,2)
— E(2,3)
— I(4)

aanname @
aanname
aanname
AI(2,3)

— E(1,4)
VI(5)

— I(6)



5. We bewijzen (pV¢q) > rFqg—r.
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q
pVyq
T

q—>r

(pVqg) —r

uit ¢
uit q
uit q
uit @, q
uit ¢

6. We bewijzen pV q,p > r,q > sk rVs.
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pVyg
p—or
q—s

rVs
rVs

7. We bewijzen p — —q - g — —p.

ootk W=

p—q
q
p
-q
-p
q—p

8. We bewijzen pV ¢,—q F —(p — q).

e B

PV
—q
P q
p
q
| q
q
-(p—q)

9. We bewijzen - —p — (p — q).

—

Ul LN

-p
p
q
p—4q

-p—(p—q)

uit ¢

uit Y

uit y
uitp

uit Y,p
uit Y,p
uit ¢q

uit yx,q
uit yx,q
uit @, 1, x

uit @
uit g
uit p
uit ¢,p
uit @, q
uit ¢

uit pVygq

uit —¢q

uitp —¢q
uitp

uit p,p = ¢
uit q
uitpVg,p—gq
uit pVg,q

uit —p
uit p
uit p,p
uit —p
uit

10. We bewijzen —p,—q F =((p = q) — ¢).

PN U LN =

-p

uit —p
uit —q
uit ¢

uit p

uit p,p
uit —p
uit ¢, 7p
uit —p, g

aanname @
aanname
VvI(2)

— E(1,3)
— I(4)

aanname @
aanname 1
aanname x
aanname
— E(2,4)
VvI(5)
aanname
— E(3,7)
VI(8)
VE(1,6,9)

aanname @
aannarmne
aanname
— E(1,3)
-E*(2,4)
— I(5)

aanname
aanname
aanname
aanname
— E(3,4)
aanname
VE(1,5,6)

aanname
aanname
-E(1,2)
— I(3)
— I(4)

aanname
aanname
aanname @
aanname
-E(1,4)
— I(5)

— E(3,6)
-1(2,7)



11. We bewijzen -p = ¢ FpV q.
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—p—q
-(pVaq)
p
pVyq
-p
q

[q
pVyg
| ¢
pVyg

uit ¢

uit =(pVq)
uit p

uit p

uit =(pVq)
uit ¢, ~(pVq)
uit q

uit q

uit —|(p \Y q)
uit ¢

aanname @
aanname
aanname
VI(3)
—1(2,4)
— E(1,5)
aanname
VI(7)
-I(2,8)
-E* (67 9)



